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Extrema de valeurs propres dans une lasse
onforme
Pierre Jammes
Résumé. On s'intéresse au problème de savoir quelle est la rigidité apportée
au spetre d'une variété riemannienne ompate par le fait de xer son volume et se
lasse onforme, et en partiulier de déterminer si on peut faire tendre les valeurs
propres vers 0 ou l'inni sous ette ontrainte. On onsidère suessivement les
as du laplaien usuel agissant sur les fontions, l'opérateur de Dira, le laplaien
onforme et le laplaien de Hodge-de Rham.
Mots-lefs : valeurs propres, géométrie onforme, métriques extrémales.
MSC2000 : 35P15, 58J50, 58E11
1. Introdution
Soit M une variété ompate de dimension n ≥ 2. Si M est munie d'une
métrique riemannienne g, on peut dénir le laplaien ∆ = −div grad, agis-
sant sur les fontions de M , dont nous noterons le spetre 0 = λ0(M,g) <
λ1(M,g) ≤ λ2(M,g) ≤ . . .
Un problème lassique onsiste à étudier la fontionnelle g 7→ λk(M,g)
sous ertaines ontraintes géométriques et d'en herher les métriques extré-
males. Ce problème peut se généraliser à d'autres opérateurs.
Nous nous intéresserons ii à l'étude de la fontionnelle
g 7→ λk(M,g)Vol(M,g)
2
n , (1.1)
le fateur volume permettant de normaliser ette fontionnelle en la rendant
invariante par homothétie, en nous restreignant à l'espae des métriques
riemanniennes onformes à une métrique g donnée quelonque, 'est-à-dire
à la lasse onforme [g] = {h2g, h ∈ C∞(M), h > 0}, e sujet ayant onnu
réemment un grand nombre de développements.
On verra suessivement le as du laplaien usuel agissant sur les fon-
tions (setion 2), l'opérateur de Dira  ou plus préisément son arré pour
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que la fontionnelles (1.1) reste invariante par homothétie  et le lapla-
ien onforme dans la setion 3, et le laplaien de Hodge-de Rham dans la
setion 4.
Je remerie Bernd Ammann et Bruno Colbois pour de nombreuses dis-
ussions autour de e sujet, ainsi que Gérard Besson qui m'a permis d'expo-
ser mes travaux au séminaire de théorie spetrale et géométrie de l'institut
Fourier.
2. Laplaien usuel
2.1. Majoration des valeurs propres et spetre onforme
Si (M,g) est une variété riemannienne ompate, nous noterons le spetre
du laplaien usuel ∆ : f 7→ ∇∗∇f , agissant sur les fontions de M , par
0 = λ0(M,g) < λ1(M,g) ≤ λ2(M,g) ≤ . . . (2.1)
À volume xé, on peut failement faire tendre es valeurs propres vers zéro
en onstruisant des haltères de Cheeger, et on peut aussi les faire tendre vers
l'inni d'après [CD94℄. Si on xe la lasse onforme, on peut enore exhiber
des petites valeurs propres, mais en revanhe N. Korevaar a montré que pour
tout k, λk(M,g) est uniformément majorée :
Théorème 2.2 ([Ko93℄) Soit M une variété ompate de dimension n et
C une lasse onforme de métriques sur M . Il existe une onstante a(C) > 0
telle que
sup
g∈C
λk(M,g)Vol(M,g)
2
n ≤ a · k 2n .
Pour k = 1, une telle majoration avait déjà été obtenue par A. El Sou et
S. Ilias dans [ESI86℄ (voir paragraphe suivant).
Ce résultat permet de dénir des invariants onformes de la variété M
en onsidérant la borne supérieure de λk(M,g)Vol(M,g)
2
n
dans une lasse
onforme. es invariants ont été dénis et étudiés par B. Colbois et A. El Sou
dans [CES03℄ :
Dénition 2.3 ([CES03℄) Soit M une variété riemannienne ompate et
C une lasse onforme de métriques sur M . La k-ième valeur propre
onforme de (M,C) est dénie par
λck(M,C) = sup
g∈C
λk(M,g)Vol(M,g)
2
n .
La suite (λck(M,C))k est appelée spetre onforme de (M,C).
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On onnaît peu de valeurs exates des λck(M,C). Outre le as de la 1
re
valeur
propre de ertaines variétés s'immergeant isométriquement minimalement
dans des sphères que nous verrons au paragraphe 2.2, le seul exemple semble
être λc2(S
2, Ccan) = 16pi alulé par N. Nadirashvili dans [Na02℄.
B. Colbois et A. El Sou obtiennent dans [CES03℄ quelques estimées
générales des valeurs propres onformes, à ommener par une minoration
par le spetre onforme de la sphère :
Théorème 2.4 Pour toute lasse onforme C sur une variété M de dimen-
sion n, et tout entier k > 0 on a
λck(M,C) ≥ λck(Sn, Ccan).
Ce résultat était déjà onnu pour k = 1 ([FN99℄).
Leur seond résultat est que la diérene entre deux valeurs propres
onformes onséutives est uniformément minorée :
Théorème 2.5 Pour toute lasse onforme C sur une variété M de dimen-
sion n, et tout entier k > 0 on a
λck+1(M,C)
n
2 − λck(M,C)
n
2 ≥ λc1(Sn, Ccan)
n
2 = n
n
2 ωn,
où ωn désigne le volume de S
n
pour sa métrique anonique.
On peut en déduire une minoration de λck(M,C) en fontion de n et k :
Corollaire 2.6 Pour toute lasse onforme C sur une variété M de dimen-
sion n, et tout entier k > 0, on a
λck(M,C) ≥ nω
2
n
n k
2
n .
Notons que dans ette dernière égalité, on a égalité sur les sphères pour k = 1
et n quelonque, ainsi que pour k = n = 2.
La question se pose naturellement de savoir quelles métriques peuvent
réaliser le maximum de λk(M,g) dans une lasse onforme. A. El Sou et
S. Ilias montre dans [ESI03℄ que pour une telle métrique, la valeur propre
λk(M,g) est néessairement multiple. On peut en déduire, en onjontion
ave le théorème 2.5 qu'une métrique ne peut pas maximiser trois valeurs
propres onséutives dans sa lasse onforme.
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2.2. Volume onforme et 1
re
valeur propre onforme
Le as de la première valeur propre du laplaien est partiulier ar
A. El Sou et S. Ilias ont donné une majoration plus préise que elle de
N. Korevaar  et en un sens optimale  en utilisant le volume onforme.
Si on note GN le groupe des diéomorphismes onforme de la sphère S
N
munie de sa struture onforme anonique, le volume onforme de la variété
M pour la lasse onforme C, introduit par P. Li et S. T. Yau dans [LY82℄,
est déni par
Vc(M,C) = inf
N
inf
ϕ:(M,C)→SN
sup
γ∈GN
Vol(γ ◦ ϕ(M)), (2.7)
l'appliation ϕ parourant l'ensemble des diéomorphismes onformes de
(M,C) dans SN .
La propriété du volume onforme qui nous intéresse ii est la suivante :
Théorème 2.8 Si (M,g) est une variété riemannienne ompate, alors
λ1(M,g)Vol(M,g)
2
n ≤ nVc(M, [g])
2
n .
Ce théorème est démontré pour n = 2 dans [LY82℄, et généralisé en toute
dimension par A. El Sou et S. Ilias dans [ESI86℄.
La prinipale motivation de P. Li et S. T. Yau était d'utiliser le théo-
rème 2.8 pour démontrer des as partiuliers de la onjeture de Willmore.
Signalons que ette inégalité a trouvé réemment une nouvelle appliation :
en la généralisant à des orbivariétés, I. Agol a montré dans [Ag06℄ qu'il n'y
a qu'un nombre ni de groupes de réexions kleiniens arithmétiques maxi-
maux.
L'inégalité du théorème 2.8 a l'intérêt qu'on peut aratériser le as d'éga-
lité et en exhiber des exemples.
Dénition 2.9 ([ESI92℄) On dit qu'une métrique g sur une variété om-
pate M est λ1-minimale si (M,g) s'immerge isométriquement minimale-
ment dans une sphère par ses premières fontions propres.
Théorème 2.10 ([ESI86℄) Soit (M,g) est une variété riemannienne om-
pate. On a l'égalité λ1(M,g)Vol(M,g)
2
n = nVc(M, [g])
2
n
si et seulement si
(M,g) est λ1-minimale.
Remarque 2.11. La λ1-minimalité est aussi fortement liée à l'extrémalité
de la métrique pour la fontionnelle (1.1) dans l'espae de toute les métriques
(voir [Na96℄ et [ESI00℄).
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La ondition de λ1-minimalité a été étudiée par T. Takahashi dans [Ta66℄,
où il montre qu'elle est équivalente à l'existene d'une famille de premières
fontions propres (f1, . . . , fk) telle que g =
∑k
i=1 df
2
i , et que ette ondi-
tion est vériée sur les variétés homogènes irrédutibles. Elle l'est aussi sur
les variétés fortement harmoniques ([Be78℄) et sur quelques autres exemples
([MOU84℄). On peut en déduire les valeurs exates du volume onforme et
de la première valeur propre onforme sur les espaes projetifs munis de
leur métrique anonique :
variété dimension Vc λ
c
1
Sn n ωn nω
2
n
n
RPn n
(
2(n+1)
n
)n
2 ωn
2 2
n−2
n (n+ 1)ω
2
n
n
CPn 2n
(
2pi(n+1)
n
)n
1
n! 4pi(n + 1)n!
− 1
n
HPn 4n
(
2pi(n+1)
n
)2n
1
(2n+1)! 8pi(n+ 1)(2n + 1)!
− 1
2n
CaP 2 16 6(3pi)
8
11! 48pi
(
6
11!
) 1
8
Remarque 2.12. En dimension 2, la fontionnelle (1.1) est uniformément
majorée sur l'espae de toute les métriques, et une métrique réalisant son
maximum est λ1-minimale. Outre le as de la sphère, on onnaît deux valeurs
expliites de λc1 dans ette situation. Sur le tore, le maximum est atteint par
le tore équilatéral T 2eq = R
2/
(
(1, 0)Z ⊕ (12 ,
√
3
2 )Z
)
et λc1(Teq) =
8
√
3
3 pi
2
(voir
[Na96℄). Ce maximum a aussi été réemment alulé sur la bouteille de Klein
dans [ESGJ07℄.
Remarque 2.13. La propriété de λ1-minimalité est stable par produit :
on peut failement vérier que si deux variétés ont même première valeur
propre et que leur métrique peut s'érire sous la forme g =
∑k
i=1 df
2
i où les
fi sont des premières fontions propres, il en va de même pour leur produit.
On peut onstruire ainsi d'autres exemples omme le tore de Cliord S1×S1.
2.3. Spetre onforme minimal
L. Friedlander et N. Nadirashvili ont redémontré de manière indépen-
dante dans [FN99℄ que λ1(M,g)Vol(M,g)
2
n
est majoré dans une lasse
onforme. Ils dénissent aussi un nouvel invariant diérentiable de M
par ν(M) = infg λ
c
1(M, [g]) et montrent qu'il est toujours minoré par
5
λc1(S
n, C
an
). On peut dénir un  spetre onforme minimal  pour M
en étendant et invariant aux autres valeurs propres par
νk(M) = inf
g
λck(M, [g]). (2.14)
Ces invariants sont très mal onnus. On peut déduire des résultats évo-
qués préédemment que ν1(S
n) = λc1(S
n, C
an
), on peut aussi armer que
ν2(S
2) = 16pi et ν1(RP
2) = 12pi en utilisant le fait que es deux variétés
n'ont qu'une lasse onforme. A. Girouard a réemment montré dans [Gi℄
que ν1(T
2) = ν1(K
2) = 8pi où K2 désigne la bouteille de Klein, et on onje-
ture que pour toute surfae ompate Σ autre que RP 2, on a ν1(Σ) = 8pi.
Il est diile d'extrapoler e que peut être le omportement de es inva-
riants à partir d'aussi peu d'exemples, surtout que la dimension 2 pourrait
être pathologique. Le as du plan projetif montre ependant que l'invariant
ν1(M) n'est pas trivial.
Un approhe possible pour obtenir des estimées de ν1(M) est d'utiliser
le volume onforme pour dénir un nouvel invariant diérentiel :
Dénition 2.15 Si M est une variété diérentielle ompate, on dénit le
volume onforme minimal de M par
Vcm(M) = inf
g
Vc(M, [g]).
On a alors la majoration suivante, qui déoule immédiatement du théo-
rème 2.8 :
ν1(M) ≤ nVcm(M)
2
n . (2.16)
Remarque 2.17. Pour dénir le volume onforme minimal, il sut dans
la relation (2.7) de supprimer la ondition que le diéomorphisme ϕ est
onforme. Contrairement au spetre onforme minimal dont la dénition
fait appel à des strutures riemanniennes et onformes sur la variété, on a
seulement besoin ii de sa struture diérentielle.
Les seules valeurs exates onnues du volume onforme minimal sont
Vcm(S
n) = ωn et Vcm(RP
2) = 6pi. On peut ependant montrer qu'à dimen-
sion xée, il est uniformément majoré :
Théorème 2.18 ([Jaa℄) Pour toute entier n ≥ 2, il existe une onstante
c(n) > 0 telle que pour toute variété ompate M de dimension n, on a
Vcm(M) ≤ c(n).
Le prinipe de la démonstration est d'étudier omment varie le volume
onforme minimal quand on pratique des hirurgies sur la variété.
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3. Opérateur de Dira et laplaien onforme
3.1. Notations
Je rassemble ii deux opérateurs qui semblent assez diérent par onstru-
tion mais qui se révèlent avoir de nombreuses propriétés ommunes.
Si (M,g) est une variété riemannienne munie d'une struture spinorielle
χ, on peut dénir l'opérateur de Dira D agissant sur les setions du bré
des spineurs ΣgM (voir par exemple [Hi01℄). C'est un opérateur elliptique
du 1
er
ordre dont le spetre n'est pas borné inférieurement. Par ommodité,
et pour garder une ertaine ohérene des notations par rapport aux autres
opérateurs traités dans e texte, nous onsidérerons le spetre de D2, que
nous noterons
0 ≤ λ1(M,χ, g) ≤ λ2(M,χ, g) ≤ . . . . (3.1)
On notera en outre λ+(M,χ, g) la première valeur propre stritement posi-
tive.
Le laplaien onforme, appelé aussi opérateur de Yamabe, qui agit sur
les fontions de M est déni par
Lg : f 7→ ∆f + n− 2
4(n− 1) scalg f, (3.2)
où scalg désigne la ourbure salaire pour la métrique g. Le spetre de L est
borné inférieurement, mais peut ontenir un nombre ni de valeur propres
négatives. Nous noterons son spetre omplet par
λ1(M,Lg) ≤ λ2(M,Lg) ≤ . . . (3.3)
et par λ+(M,Lg) (resp. λ
−(M,Lg)) la plus petite valeur propre (en valeur
absolue) stritement positive (resp. stritement négative).
Les opérateurs D et L ont en ommun une propriété de ovariane
onforme : on dit qu'on opérateur T d'ordre j est onformément ovariant
s'il vérie la relation
Th2g = h
−n+j
2 Tgh
n−j
2
(3.4)
où h est une fontion stritement positive et Tg désigne l'opérateur T pour
la métrique g. En partiulier, la dimension des noyaux de D et L sont des
invariants onformes, e qui justie le fait de ne s'intéresser ii qu'à leurs
valeurs propres non nulles.
Certaines onnivenes entre les spetres de es deux opérateurs sont bien
onnues, itons par exemple l'inégalité suivante due à O. Hijazi ([Hi86℄) sur
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laquelle nous reviendront :
λ1(M,χ, g) ≥ n
4(n− 1)λ1(M,Lg). (3.5)
Cette inégalité n'est signiative que si λ1(M,Lg) est stritement positif.
3.2. Minoration onforme du spetre
Le omportement du spetre de es deux opérateurs ontraste ave le as
du laplaien usuel. Le premier résultat obtenu est qu'on ne peut pas faire
tendre les valeurs propres vers zéro dans une lasse onforme :
Théorème 3.6 Soit (M,χ) une variété spinorielle ompate et C une lasse
onforme de métrique sur M . Alors
inf
g∈C
λ+(M,χ, g)Vol(M,g)
2
n > 0.
Ce théorème à été démontré par J. Lott ([Lo86℄) dans le as ou l'opérateur
de Dira est inversible, et dans le as général par B. Ammann ([Am03b℄).
Les deux auteurs remarquent que la démonstration est valable pour n'im-
porte quel opérateur elliptique autoadjoint onformément ovariant de degré
stritement inférieur à n, et quel que soit le signe des valeurs propres. On
peut don remplaer λ+(M,χ, g) par λ+(M,Lg) ou |λ−(M,Lg)| dans le théo-
rème 3.6.
Dans [Am03a℄, B. Ammann étudie l'existene de métriques réalisant la
borne inférieure du théorème 3.6. Dans le as où ette borne est plus petite
que elle de la sphère anonique (ette ondition est étudiée plus en détail
dans [AHM06℄, elle est en partiulier vériée par M = RP 4k+3), il montre
qu'elle est atteinte en élargissant la lasse onforme C à des métriques dé-
générées de la forme h2g où g est une métrique de C et h une fontion C2,α
qui peut s'annuler.
Dans le as où l'invariant de Yamabe, déni par
Y (M,C) = inf
g∈C
∫
M
scalg dvg
Vol(M,g)
n−2
2
, (3.7)
est stritement positif, e qui est une restrition topologique et géométrique
assez importante, on a aussi l'identité lassique pour n ≥ 3
inf
g∈C
λ1(M,Lg)Vol(M,g)
2
n = Y (M,C), (3.8)
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qui nous dit que λ+(M,Lg) = λ1(M,Lg) en donnant au passage une
minoration optimale de λ+(M,Lg)Vol(M,g)
2
n
, et qui fournit aussi en
onjontion ave l'inégalité de Hijazi (3.5) une minoration expliite de
λ1(M,χ, g)Vol(M,g)
2
n
pour n ≥ 3. C. Bär a étendu dans [Bä92℄ ette in-
égalité à la dimension 2 :
λ1(S
2, χ, g)Vol(S2, χ, g) ≥ 4pi. (3.9)
Pour les surfaes de genre supérieur ou égal à 1, l'invariant de Yamabe est
négatif ou nul, et don l'inégalité est triviale.
Signalons aussi que dans [AH06b℄, B. Ammann et É. Humbert étudient
l'existene de métriques minimisant λ2(M,Lg)Vol(M,g)
2
n
.
3.3. Les invariants σ et τ
On a vu que la majoration de la première valeur propre du laplaien
dans une lasse onforme permettait de dénir un invariant diérentiel par
un min-max. On peut dénir des invariants similaires à l'aide de l'opérateur
de Dira et du laplaien onforme et d'un max-min.
Un invariant de e type a déjà été déni à l'aide de l'invariant de Ya-
mabe. Cet invariant, introduit indépendamment par O. Kobayashi [Ko87℄ et
R. Shoen [S87℄, est noté σ(M) et appelé invariant de Shoen ou invariant
de Yamabe diérentiel :
σ(M) = sup
g
Y (M, [g]), (3.10)
Comme pour toute lasse onforme C on a Y (M,C) ≤ n(n − 1)ω
2
n
n ette
borne supérieure est nie, et σ(M) ≤ n(n− 1)ω
2
n
n . Dans le as ou σ(M) est
stritement positif, l'égalité (3.8) nous dit que 'est l'invariant annoné pour
le laplaien onforme :
σ(M) = sup
g
inf
g˜∈[g]
λ1(M,Lg˜)Vol(M, g˜)
2
n . (3.11)
Remarque 3.12. L'invariant qu'on pourrait dénir de la même manière
ave λ+(M,Lg) semble moins pertinent (et plus diile à étudier) ar le
nombre de valeurs propres négatives ou nulles de L dépend de la lasse
onforme.
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L'invariant σ a été plus étudié que l'invariant ν de Friedlander-
Nadirashvili vu au paragraphe 2.3 en raison de ses liens ave le problème
de Yamabe, l'existene de métriques de ourbure salaire positive et la re-
herhe de métriques d'Einstein (voir par exemple [S89℄). Un ertain nombre
de travaux réents portent sur l'évolution de σ(M) quand on proède à des
hirurgies sur M (voir notamment [Pe98℄, [Pe00℄ et [PY99℄). Je ne présen-
terai pas ii l'ensemble des résultats obtenus, je me ontenterai de rappeler
quelques valeurs exates onnues de l'invariant σ.
En dimension quelonque, on sait aluler l'invariant σ sur les variétés
suivantes (voir [Ko87℄ et [S89℄) :
σ(Sn) = σ(#i(Sn−1 × S1)) = n(n− 1)ω
2
n
n , et σ(T
n#N) = 0
pour tout entier i ∈ N∗ et toute variété N telle que σ(N) ≥ 0.
Une attention partiulière a été portée aux variétés de dimension 3 : pour
tous entiers i, j, k et l tels que i+ j ≥ 1, on a
σ(#i(RP 3)#j(RP 2 × S1)#k(S2 × S1)#l(S2 ⋉ S1)) = 6pi 23 = σ(S
3)
2
2
3
,
où S2⋉S1 désigne le bré non orientable en erle sur S2 (voir [AN07℄ et les
référenes qui y sont données). L'exemple de RP 3, alulé par H. L. Bray et
A. Neves dans [BN04℄, vient onforter la onjeture selon laquelle pour les
quotients de la sphères, on a σ(Γ\Sn) = n(n− 1) (ωn/|Γ|)
2
n
.
Dans [AH06a℄, B. Ammann et É. Humbert dénissent l'invariant orres-
pondant pour l'opérateur de Dira
τ(M,χ) = sup
g
inf
g˜∈[g]
√
λ1(M,χ, g˜) Vol(M, g˜)
1
n , (3.13)
l'une des motivations étant que que l'inégalité de Hijazi le lie à l'invariant
de Shoen :
τ(M,χ)2 ≥ n
4(n − 1)σ(M). (3.14)
Dans e as aussi le nombre de valeurs propres nulles peut varier ave la
lasse onforme, 'est la raison pour laquelle on onsidère λ1(M,χ, g˜) et pas
λ+(M,χ, g˜).
On a la majoration τ(M,χ) ≤ τ(Sn, χ) = n2ω
1
n
n (voir [Am03b℄, [AGHM℄
et [AHM04℄) et on onnaît la valeur de τ sur quelques variétés : dans [AH06a℄,
B. Ammann et É. Humbert déduisent de (3.14) que
τ(Sn−1 × S1, χ) = n
2
ω
1
n
n = τ(S
n, χ), (3.15)
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et montrent que τ(T 2, χ) = 0 ou 2
√
pi selon la struture spinorielle χ. Dans
[AH℄, ils étendent e dernier résultat aux autres surfaes orientables om-
pates et montrent en toute dimension que τ(M,χ) roit par adjontion
d'anses.
3.4. Grandes valeurs propres
Les valeurs propres non nulles de l'opérateur de Dira et du laplaien
onforme ne sont pas bornées sur une lasse onforme omme elle du lapla-
ien usuel :
Théorème 3.16 ([AJ07℄) Soit M une variété ompate de dimension n et
C une lasse onforme de métrique sur M . Si n ≥ 3, alors
sup
g∈C
λ+(M,Lg)Vol(M,g)
2
n = +∞,
et
inf
g∈C
λ−(M,Lg)Vol(M,g)
2
n = −∞.
Si n ≥ 2 et que M est munie d'une struture spinorielle χ, alors
sup
g∈C
λ+(M,χ, g)Vol(M,g)
2
n = +∞.
La démonstration de e théorème utilise des métriques, baptisées  métriques
Pinohio  dans [AB00℄, qui sont telles qu'un domaine de la variété soit
presque isométrique à la réunion d'un ylindre arbitrairement long et d'une
demi-sphère ollée à l'une de ses extrémité (le  nez  de la métrique).
Pour l'opérateur de Dira et en dimension n ≥ 3 on utilise la formule de
Shrödinger-Lihneroviz
D2 = ∇∗∇+ 1
4
scalg (3.17)
et le fait que la ourbure salaire est minorée sur le nez pour ontrler la pre-
mière valeur propre. Le laplaien onforme vérie par dénition une relation
semblable à (3.17), e qui permet d'adapter failement la démonstration à
et opérateur. Le as de la dimension 2 est plus tehnique ar la ourbure
d'un ylindre est alors nulle, mais on peut s'aider du fait que toute métrique
est loalement onformément plate.
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4. Laplaien de Hodge-de Rham
4.1. Dénitions et notations
Le laplaien de Hodge-de Rham agit sur l'espae Ω(M) des formes dié-
rentielles de la variété (M,g), et est déni par
∆ = dδ + δd,
où δ désigne la odiérentielle. Son spetre en restrition aux formes de degré
p sera noté
0 = λp,0(M,g) < λp,1(M,g) ≤ λp,2(M,g) ≤ . . . (4.1)
où les valeurs propres non nulles sont répétées s'il y a multipliité. La multi-
pliité de la valeur propre nulle, si elle existe, est un invariant topologique :
'est le nombre de Betti bp(M).
L'espae des p-formes oexates est stable par le laplaien, et on notera
0 < µp,1(M,g) ≤ µp,2(M,g) ≤ . . . (4.2)
le spetre du laplaien restreint à et espae. La théorie de Hodge nous dit que
le spetre (λp,i(M,g))i≥1 est la réunion de (µp,i(M,g))i et (µp−1,i(M,g))i.
On a de plus λp,i(M,g) = λn−p,i(M,g) et don µp,i(M,g) = µn−p−1,i(M,g)
ar on onsidère des variétés sans bord. Par onséquent, le spetre omplet
du laplaien se déduit des µp,i(M,g) pour p ≤ n−12 , et on se restreindra
souvent dans la suite à l'étude de es valeurs propres. Rappelons aussi que
(λp,0(M,g)) est le spetre du laplaien agissant sur les fontions, et qu'il est
aussi égal à (µp,0(M,g)) si on exepte la valeur propre nulle.
Le laplaien de Hodge-de Rham n'est pas onformément ovariant, mais
il possède une autre propriété très utile pour étudier les extrema onformes
du spetre, à savoir qu'on peut omparer les spetres de deux métriques dont
on onnaît le rapport de quasi-isométrie :
Proposition 4.3 ([Do82℄) Soit g et g˜ deux métriques riemanniennes sur
une variété ompate M de dimension n, et τ une onstante stritement
positive. Si les deux métriques vérient
1
τ
g ≤ g˜ ≤ τg, alors
1
τ3n−1
λp,k(M,g) ≤ λp,k(M, g˜) ≤ τ3n−1λp,k(M,g),
pour tout entiers k ≥ 0 et p ∈ [0, n].
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Si deux métriques vérient
1
τ
g ≤ g˜ ≤ τg, on a aussi 1
τ
h2g ≤ h2g˜ ≤ τh2g pour
toute fontion h stritement positive. Par onséquent, pour montrer qu'on
peut faire tendre une valeur propre vers 0 ou +∞ dans une lasse onforme,
il sut de le montrer pour la lasse onforme d'une métrique g bien hoisie,
le résultat se transposant automatiquement à n'importe quelle autre lasse
onforme.
Remarque 4.4. Outre la ontinuité du spetre pour la topologie C0, la
proposition 4.3 implique que la dimension du noyau du laplaien ne dépend
pas de la métrique. On ne peut don pas espérer un tel résultat pour l'opé-
rateur de Dira.
4.2. Presription du spetre
Le omportement du spetre du laplaien de Hodge-de Rham dans une
lasse onforme est en partie analogue à elui de l'opérateur de Dira, mais
on va voir que pour ertains degrés toute rigidité disparaît et qu'on peut
presrire arbitrairement le début spetre.
Le premier résultat qui a été obtenu est que, omme pour l'opérateur de
Dira, on peut rendre les valeurs propres arbitrairement grande :
Théorème 4.5 ([CES06℄) Si M est une variété riemannienne ompate
de dimension n ≥ 3 et C une lasse onforme sur M , alors
sup
g∈C
inf
1≤p≤n
2
µp,1(M,g)Vol(M,g)
2
n = +∞. (4.6)
Remarque 4.7. Ce théorème est énoné dans [CES06℄ pour les variétés
de dimension n ≥ 4, mais la démonstration s'applique parfaitement aux
1-formes oexates en dimension 3.
Les métriques utilisée par B. Colbois et A. El Sou pour démontrer le théo-
rème 4.5 sont des  métriques Pinohio , omme dans le as de l'opérateur
de Dira, mais les outils d'analyse sont diérents : on utilise le lemme de
MGowan (voir [M93℄, lemme 2.3), qui permet de minorer le spetre de la
variété en fontion des spetres d'une famille de domaines qui reouvre M .
Le théorème 4.5 n'est bien sûr pas valable pour p = 0 omme on l'a déjà vu.
Ce résultat appelle naturellement la question de savoir si l'existene de
petites valeurs propres dans une lasse onforme pour spetre des fontions
se généralise aux formes :
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Question 4.8 ([Co04℄) Étant donnés 1 ≤ p ≤ n2 et k ≥ 1, a-t-on
inf
g∈C
µp,k(M,g)Vol(M,g)
2
n = 0 ? (4.9)
Dans le as du laplaien de Hodge-de Rham, ette question a une ré-
sonane partiulière. En eet, le noyau du laplaien étant anoniquement
isomorphe à la ohomologie de de Rham, herher les petites valeurs propres
du laplaien revient à déterminer quelles déformations de la métrique tendent
à  réer  de la ohomologie. Ce problème a pour l'instant été étudié dans
deux situations géométriques partiulières : les limites adiabatiques assoiées
aux feuilletages riemanniens (voir par exemple [ALK00℄ et les référenes qui
y sont données) et les eondrement à ourbure bornée (voir [Ja05℄ pour une
présentation synthétique des résultats à e sujet). Ces deux situations se re-
oupent partiellement  sans que l'on puisse réduire l'une à l'autre , mais
sont très diérentes des déformations à volume et lasse onforme xée. Une
déformation onforme est pontuellement isotrope mais globalement inho-
mogène, alors que les limites adiabatiques sont des déformations homogènes
et anisotropes (en tout point, on déompose l'espae tangent en la somme
TxM = H ⊕ V de deux espaes muni haun d'une métrique gH et gV , et
on onsidère la famille de métrique gε = gH ⊕ ε2gV ave ε → 0), et que
les eondrements à ourbure bornée permettent, sous ertaines onditions
topologiques, une anisotropie enore plus grande.
J'ai apporté une première partie de la réponse à la question 4.8 dans
[Jab℄ en montrant que pour presque tous les degrés, on peut faire tendre un
nombre arbitraire de valeur propres vers zéro :
Théorème 4.10 Soit M une variété ompate sans bord de dimension n ≥
5, k l'entier tel que n = 2k+3 ou n = 2k+4 et C une lasse onforme sur M .
Pour tout réel V > 0 et toute suite d'entiers positifs ou nuls N1, N2, . . . , Nk,
il existe une famille de métriques (gε)0<ε<1 ontenue dans C et une onstante
c > 0 telles que µp,Np(M,gε) < ε et µp,Np+1(M,gε) > c pour tout 1 ≤ p ≤ k,
µk+1,1(M,gε) > c et Vol(M,gε) = V .
On peut don presrire le nombre de petite valeurs propres pour les formes
oexates. Les degrés
n
2 et
n
2 − 1 si n est pair, et le degré [n2 ] si n est impair
font exeption, on verra au paragraphe 4.4 qu'on ne peut pas faire tendre les
valeurs propres vers zéro dans es as.
La onstrution géométrique intervenant dans la démonstration du théo-
rème 4.10 onsiste à éraser la métrique en dehors du voisinage tubulaire
d'une ou plusieurs sous-variétés, les formes harmoniques de es sous-variétés
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peuvent alors s'étendre en des formes test ayant un petit quotient de Ray-
leigh. La diulté est alors de ontrler préisément le nombre de petites
valeurs propres. Cette tehnique éhoue pour les degrés prohes de
n
2 ar
la norme L2 des formes devient alors onformément invariante ou presque
invariante.
L'existene de de grandes et de petites valeurs propres à volume xé
pour le laplaien de Hodge-de Rham a permis à P. Guérini de montrer dans
[Gu04℄ qu'on pouvait presrire le volume et le début du spetre sur une
variété ompate quelonque, généralisant ainsi aux formes diérentielles les
résultats obtenus par Y. Colin de Verdière et J. Lohkamp pour les fontions.
Les théorèmes 4.5 et 4.10 permettent de presrire simultanément le volume,
le début du spetre et la lasse onforme :
Théorème 4.11 ([Jab℄) Soit M une variété ompate, onnexe, orientable
et sans bord de dimension n = 2k + 3 ou 2k + 4 où k ∈ N∗, C une lasse
onforme de métriques riemanniennes sur M , V un réel stritement positif
et N ≥ 1 un entier. On se donne pour tout entier p ∈ {1, . . . , k} une suite
de réels 0 < νp,1 < νp,2 < . . . < νp,N .
Il existe une métrique g ∈ C telle que
 µp,i(M,g) = νp,i pour tout i ≤ N et p ∈ {1, . . . , k} ;
 µk+1,1(M,g) > supp,i{νp,i} ;
 Vol(M,g) = V .
Remarque 4.12. La minoration µk+1,1(M,g) > supp,i{νp,i} assure qu'on
a l'égalité λk+1,i(M,g) = µk,i(M,g) pour i ≤ N . On peut don presrire les
N premières valeurs propres des (k + 1)-formes, les formes propres orres-
pondantes étant alors exates, de valeurs propres égales à (µk,i(M,g))
N
i=1. Si
n est impair, on presrit ainsi le spetre en tout degré 2 ≤ p ≤ n− 2. En di-
mension paire, le degré p = n/2 = k+2 fait exeption. En degré 1 et n−1 on
ne presrit pas arbitrairement le début du spetre ar on ne ontrle pas les
µ0,i(M,g), mais on peut assurer que les valeurs ν1,1, . . . , ν1,N sont ontenues
dans (λ1,i(M,g))i≥1 et (λn−1,i(M,g))i≥1.
Le théorème 4.11 ontraste ave la rigidité apparaissant dans les as du
laplaien agissant sur les fontions et de l'opérateur de Dira. Dans le as du
laplaien de Hodge-de Rham il reste une ertaine souplesse, mais de justesse
puisque ertains degrés font exeption.
On peut se demander si la presription du spetre en degré n/2 serait
possible si on supprimait la ontrainte sur le volume de la variété, ou, de
manière équivalente, si on peut faire tendre une unique valeur propre vers
zéro sans xer le volume. Ce problème reste à élairir (voir question 4.25).
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4.3. Inégalités de Sobolev pour les formes diérentielles
Pour ahever de répondre à la question 4.8 nous aurons à faire appel
à des inégalités de Sobolev pour les formes diérentielles, dont ertaines
onstantes s'avèrent être des invariants onformes, et que nous allons rap-
peler ii. Elles reposent essentiellement sur le fait que la diérentielle exté-
rieure dénit un omplexe elliptique sur l'espaes des formes diérentielles.
Les ouvrages onsarés aux opérateurs (pseudo)diérentiels et aux inégali-
tés elliptiques développent rarement le as des opérateurs agissant sur les
setions d'un bré vetoriel ; on peut toutefois se référer au hapitre 6 de
[Mo66℄, et une dénition préise d'un omplexe elliptique est donnée dans
[Ra05℄ (hapitre 9) et dans [Ag94℄.
On se donne une variété riemannienne ompate (Mn, g), et deux réels
r, s > 1 tels que 1
s
− 1
r
≤ 1
n
. L'inégalité de Sobolev lassique sur les fontions
assure l'existene de deux onstantes A,B > 0 telles que pour toute fontion
f ∈ C∞(M),
‖f‖Lr ≤ A‖df‖Ls +B‖f‖L1 . (4.13)
Cette inégalité se généralise aux formes diérentielles en faisant intervenir la
odiérentielle :
Théorème 4.14 Il existe trois onstantes A,B,C > 0 dépendant de g, r et
s telles que pour toute forme diérentielle ω ∈ Ω(M), on a
‖ω‖r ≤ A‖dω‖s +B‖δω‖s +C‖ω‖1. (4.15)
Le théorème 4.14 est un orollaire immédiat de l'inégalité elliptique assoiée
à l'opérateur (d + δ) et de la ontinuité de l'injetion de Sobolev.
Nous aurons en fait besoin d'une inégalité prenant une forme diérente :
Théorème 4.16 Soit (M,g) une variété ompate de dimension n, et deux
réels r, s > 1 tels que 1
s
− 1
r
≤ 1
n
. Il existe une onstante c(M,g, r, s) > 0 telle
que pour toute p-forme ω ∈ Ωp(M,g), on a
inf
dϕ=0
‖ω − ϕ‖r ≤ c‖dω‖s. (4.17)
On peut démontrer e théorème en utilisant le fait qu'en restrition à l'ortho-
gonal des formes harmoniques le dernier terme de l'inégalité (4.15) est super-
u (quitte à modier les onstantes A et B), et en appliquant ette inégalité
à la projetion orthogonale de ω sur les formes oexates. On trouve aussi
dans l'appendie de [GT06℄ une démonstration détaillée du théorème 4.16 se
basant sur l'inégalité elliptique du laplaien de Hodge-de Rham.
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L'inégalité du théorème 4.16 nous intéressera pour une partiularité ap-
paraissant quand on xe le degré p et qu'on pose r = n
p
et s = n
p+1 . En eet,
les normes ‖ω − ϕ‖r et ‖dω‖s sont alors onformément invariantes, et par
onséquent la onstante optimale dans l'inégalité (4.17) en restrition aux
p-formes est un invariant onforme, qu'on notera
Kp(M, [g]) = sup
ω∈Ωp(M)
inf
dϕ=0
‖ω − ϕ‖n
p
‖dω‖ n
p+1
, (4.18)
Remarque 4.19. On ne onnaît atuellement auune estimée de la
onstante Kp.
4.4. Minoration du spetre
Sur les variétés de dimension n ≥ 3, la onstante de Sobolev Kp que
nous avons déni au paragraphe préédent permet de minorer le spetre du
laplaien de Hodge-de Rham dans les as qui ne sont pas ouverts par le
théorème 4.10 :
Théorème 4.20 ([Ja07℄) Soit Mn une variété ompate de dimension n ≥
3, C une lasse onforme de métriques sur M . Pour toute métrique g ∈ C,
on a
µ[n2 ],1
(M,g)Vol(M,g)
2
n ≥ K[n2 ](M,C)
−2.
Si n est pair, ette inégalité est optimale.
Remarque 4.21. Quand n est pair, on a µn
2
−1,i(M,g) = µn
2
,i(M,g). Les
théorèmes 4.10 et 4.20 répondent don omplètement à la question 4.8.
Remarque 4.22. Une onséquene du théorème 4.20 est que, paradoxale-
ment, les déformations de la métriques qui apparaissent dans la démonstra-
tion du théorème 4.10 et qui tendent à réer de l'homologie ne produisent
pas de petites valeurs propres en degré médian.
Remarque 4.23. On peut failement trouver des variétés qui s'eondrent
en faisant tendre µ[n2 ],1
(M,g)Vol(M,g)
2
n
vers zéro. On ne peut don pas
donner de majoration uniforme de K[n2 ]
(M,C) en fontion de bornes sur le
diamètre et la ourbure de la variété pour une métrique g ∈ C.
Remarque 4.24. Une onséquene assez inattendue du théorème 4.20 est
la onstrution, pour tout n ≥ 4 et tout 1 ≤ p ≤ n2 de variétés M de
dimension n telles que la multipliité de µp,1(M,g) soit arbitrairement grande
(voir [Ja06℄).
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On peut se demander s'il existe d'autres rigidités, par exemple :
Question 4.25 Le rapport µ[n2 ],k+1
(M,g)/µ[ n2 ],k
(M,g) est-t-il borné sur
une lasse onforme ?
Comme pour les fontions, on peut dénir un spetre onforme pour les
formes diérentielles par
µck(M,C) = inf
g∈C
µ[n2 ],k
(M,g)Vol(M,g)
2
n . (4.26)
Le théorème 4.20 donne la valeur de la première valeur propre onforme en
fontion de la onstante Kp en dimension paire, et une minoration en dimen-
sion impaire. On peut aussi donner une majoration du spetre onforme en
fontion de elui de la sphère :
Théorème 4.27 ([Ja07℄) Pour toute lasse onforme C sur la variété om-
pate M et tout k ≥ 1, on a
µck(M,C) ≤ µck(Sn, Can) ≤ k
2
nµc1(S
n, C
an
),
où C
an
est la lasse onforme de la métrique anonique de la sphère.
Un problème naturel est de déterminer si la borne inférieure µck(M,C)
est atteinte par une métrique régulière, en partiulier si k = 1. Dans [Ja07℄,
on établit le ritère suivant :
Théorème 4.28 Soit g une métrique lisse de volume 1 sur M telle que
l'on ait µ[n2 ],1
(M,g) = µc1(M, [g]). Si n = 3 mod 4, alors il existe une
[
n
2
]
-
forme propre oexate non nulle de valeur propre µc1(M, [g]) et de longueur
onstante. Si n est pair, toutes les formes propres oexate de degré n2 − 1 et
de valeur propre µc1(M, [g]) sont de longueur onstante.
Remarque 4.29. Sur les sphères munies de leur métrique anonique, les
premières formes propres ne sont pas de longueur onstantes (voir l'appendie
de [GM75℄). Contre toute attente, la métrique anonique de la sphère n'est
don pas extrémale pour la première valeur propre ! Le théorème 4.28 laisse
présager que les métriques extrémales pour les formes diérentielles sont en
général assez diérentes de elles des fontions.
En dimension 4, on peut déduire du théorème 4.28 une ondition néessaire
sur la topologie pour l'existene de métriques extrémales lisses :
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Corollaire 4.30 Si M est une variété ompate de dimension 4 et de a-
ratéristique d'Euler non nulle, il n'existe pas de métrique régulière g de
volume 1 telle que µ1,1(M,g) = µ
c
1(M, [g]).
Dans le as des fontions on onnaît des onditions néessaires sur les mé-
triques extrémales (f. [ESI03℄), mais pas d'obstrution topologique omme
elle du orollaire 4.30.
On ne onnaît nalement auun exemple de métrique extrémale pour
e problème, ni même de valeur expliite de µc1(M, [g]). Il existe toutefois
des andidats sérieux, omme ertaines variétés eondrées ayant une petite
valeur propre dont la forme propre est de longueur onstante, en partiulier
dans les situations topologiques les plus simples, par exemple :
 les brés en erles sur les surfaes munies d'une métrique eondrée
adaptée (au sens de [CC00℄, dénition 2.1) ;
 les sphères munies d'une métrique de Berger ;
 les brés en tores sur le erle munis d'une métrique homogène eon-
drée produisant une petite valeur propre (voir [Ja03℄).
On peut utiliser le spetre onforme des formes diérentielles pour dénir
des invariants diérentiels de la variété omme on l'a vu pour les autres
opérateurs, en posant
µk(M) = sup
g
µck(M, [g]). (4.31)
Le théorème 4.27 assure que ette borne supérieure est nie. On ne onnaît
ependant la valeur de es invariants sur auune variété, deux raisons en
étant que µk(M) n'est pas déni en dimension 2, ontrairement à e qui se
passe pour le laplaien sur les fontions ou l'opérateur de Dira, et que le
laplaien de Hodge-de Rham n'est pas onformément ovariant. Même sur
les sphères, on peut seulement armer que µk(S
n) = µck(S
n, C
an
) sans en
expliiter la valeur (voir le théorème 4.28 et la remarque 4.29 i-dessus). La
question de la trivialité des es invariants reste ouverte.
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